
§ 4. Непарадоксальность

В отношении S1 имеет силу следующая метатеорема: 
МТ1. Если х |— у есть теорема S1 (доказуема в S1), 

то в у не входят элементарные высказывания, которые не 
входят в х (или в у входят только такие элементарные вы
сказывания, которые входят в х).

Доказательство МТ1. Случай 1: х у есть аксиома 
S1. Легко убедиться путем пересмотра аксиомных схем 
S1, что в у не входят элементарные высказывания, отсутст
вующие в х. Случай 2: х у получена из я |— z и z Н у 
по правилу 7?1. Очевидно, что если в у не входят элемен
тарные высказывания, отсутствующие в z, а в z не входят 
элементарные высказывания, отсутствующие в ж, то в у не 
могут входить элементарные высказывания, отсутствующие 
в х. Случай 3: х\— у имеет вид х [— zv и получена из х z 
и х |— v по правилу R2. Очевидно, что в zv входят только 
такие элементарные высказывания, которые входят в z 
или (не исключающее «или» ) v. И если в z и в v не входят 
элементарные высказывания, отсутствующие в х\ то в у 
точно также не могут входить элементарные высказыва 

ния, отсутствующие в х. Случай 4: у в х |— у получено из 
х по правилу 7?3 путем замены вхождения z в х высказы
ванием v. Если z |— v и v р z доказуемы, то множества 
элементарных высказываний, входящих в z и v, совпадают. 
Поэтому в у не могут оказаться элементарные высказыва
ния, отсутствующие в х.

Из МТ1 вытекают следующие метатеоремы:
МТ2. Если х |— у и у |— х суть теоремы S1, то множе

ства элементарных высказываний, входящих в х и у, сов
падают.

МТЪ. Формулы следования вида х (— у:~ у, ~ хх (— 
Ну, я|—Х^-У^х. х[~~хтзу; х\-у\/ 
\/ — у недоказуемы в S1. Выражения вида х |—- (у |— х) и 
х |— (~х |— у) не являются формулами следования, дока
зуемыми в S1.
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Согласно МТЗ в S1 исключаются следствия, подобные 
парадоксам материальной и сторогой импликации. Поэто
му MTi мы называем теоремой непарадоксальности, а 
систему 51 непарадоксальной в смысле MTi.

§ 5. Главная семантическая интерпретация

Примем следующую семантическую интерпретацию, 
которую будем считать главной (поскольку относительно 
ее будет в дальнейшем определяться полнота 51):

1) элементарцым высказываниям приписываются зна
чения 1 и 0 (соответственно «истинно» и «неистинно»);

2) если х имеет значение 1, то ~ х имеет значение 0; 
если х имеет значение 0, то ~ х имеет значение 1;

3) (х1* ... -хп) имеет значение 1 тогда и только тогда, 
когда все х1, ..., хп имеют значение 1;

4) (х1:...:хп) имеет значение 1 тогда и только тогда, ког
да одно и только одно из х1, хп имеет значение 1;

5) х |— у имеет значение 0 тогда и только тогда, когда 
х имеет значение 1, а у — значение 0.

Di. Формула следования есть тавтология, если и толь
ко если она принимает значение 1 при любых значениях 
входящих в нее элементарных высказываний.

D2. Высказывание есть тавтология, если и только если 
оно принимает значение 1 при любых комбинациях значе
ний входящих в него элементарных высказываний.

D3. Высказывание есть противоречие, если и только 
если его отрицание есть тавтология.

MTi. Если х |— у — теорема S1, то она является тав
тологией.

Доказательство MTi. 1 случай: х |— у является акси
омой S'1. Легко проверить, что х |— у является тавтологи
ей. Для аксиом, охватываемых схемами Ai — А8, Л13 
и Л14 это тривиально просто сделать. Ограничимся лишь 
рассмотрением аксиом, указанных в схемах Л9 — Л12.
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